EXERCICES SUR LES SERIES 


SERIES NUMERIQUES 


1. Calculer la somme des series dont le terme general u n est donne ci-dessous. 


^ u n = In i n > 1) , b) u n = 


1 


(n + l) 2 ’ (n + l)(n + 2)(n + 3) 

2 n ' N 3 


(n > 0) , ^c) u n = —2 0 > 2 ) 


d) u n = ln(l + x 2 ) (0 < x < 1 , n > 0) , e) u n = 


(3n + l)(3n + 4) 


(n > 0) 


2. Etudier la nature des series dont le terme general u n est donne ci-dessous (comparaison a 
une serie geometrique). 


/ 3 n + n 4 ch(2n) 

a ) U n = TT, 4TT > b > U n = 


5 n - 3 n 

d ) u n = th(n + a) — th n (a € 


ch(3n) 




, e) u n = (3 + (— l) n ) n , f) u n = 


1 + x 


2 n 


(x € 


3. Etudier la nature des series dont le terme general u n est donne ci-dessous (comparaison a 
une serie de Riemann). 


, 1 
a) u n = 1 — cos — 
n 

^ u n = \7 , , 1 , 

V n + 1 

c) u n = n 1 2 / n 

df U n = e cos ( 1 / n ) - gCOs(2/n) 5 

^ u n = x lnn (x > 0) , 

/) u n = n 2 a'/™ (a > 0) 


4. Etudier la nature des series dont le terme general u n est donne ci-dessous (regies de Cauchy 
et de d’Alembert). 


n\ 


n\ 


a) u n = — (a > 0) , • b) u n = — , c) u n = — (a > 0) , d) u n = a + - (a > 0) 


n n 


n u 


n 


e ) u n = 


(1 + a)(l + a 2 ) •••(! + a n ) 


x 


(a > 0) , V) u n = 1 + - (.x G M) , g) u n = 


n 


sin 2 n 


n 


5. Etudier la nature des series dont le terme general u n est donne ci-dessous (comparaison a 
une serie de Bertrand). 


a) Un = (1 — e^^Vlnn 


b) u n 


1 

Inn! 


c) u n = n n — 1 (a > 0) 


1 



6. Etudier la nature des series dont le terme general u n 


est donne ci-dessous. 


¥ 

¥ 

¥ 


(n!) 2 
(2 n)\ 

1 

(In n) n 
n 2 

JTTW 


(1*1 < i/2) 


/ 2"^ 

f=0(g) ; 


a Ml 

/ 2 n z 


e) 

¥ 

k ) 


1 


(lnn) lriri 

1 + 2 + • • • + n 
l 2 + 2 2 + • • • + n 2 

1 

y/n(n + l)(n + 2) 


¥ 


f) 


n 


n 3 + 1 


1 


ln(n 2 + n + 1) 
a n + l 


a 2n + n 


(a > 0) 


_1 1 

l) e« — e n +“ (a > 0) 


7. Etudier la nature de la serie dont le terme general u n est donne par 

Un = f(^ a+ ~^ + f( a ~~ S j~ 2 /( a ) 

ou / est une fonction de classe C 2 au voisinage de a. 

8. Determiner l’ensemble des triplets (a, b, c ) de M 3 pour lesquels la serie de terme general 

1 c 

U n = 7 

an + b n 


soit convergente. 


9. Determiner l’ensemble des couples (a, b ) de M 2 pour lesquels la serie de terme general 

_ 2 n + a n 
Un ~ 2 n + b n 


soit convergente. 


10. Etudier la convergence et la convergence absolue des series dont le terme general u n est 
donne ci-dessous (criteres de Leibniz et d’Abel). 


x (-l) n 

a) u n = arctan 

n n 


- , b) u n = sin ( (n + 7r) (a £ M) , c) u n = — ^ 

n \\ n/ / n a - 


-i Y 


d) u n = 


cos (an + b) 


n u 


(a > 0 et 2kTT (k € Z)) 


/) u n = (-1 ) n (Vn 2 + 1 - n) , g) u n = In ( 1 + 


cos n 


e u n = 


h) u n = 


n a + (-l) n 

— l) n 
n + 2 sin n 

sin 2n 
n 2 — n + 1 


(a / 0) 


2 


11. Soit n > 1, X et n deux reels. On pose 

u n = A (n 3/2 - ( n - 1) 3/2 ) + - ( n - 1) 1/2 ) - n l/ 2 . 

a) Quelle est la nature de la serie de terme general u n ? 

b) En deduire qu’il existe trois reels a, b, c tels que 

n 

^2Vk = an 3 / 2 + bn 1 / 2 + c + o(l) . 
k = 1 


12. Soit deux series positives convergentes de terme generaux u n et v n . Quelle est la nature de 
la serie dont le terme general w n est donne ci-dessous ? 


W n — \/u n V r i 


b ) 



n 


c) w n 


Un 

1 -v n 


d ) w n = u 2 


13. On pose e = 

a) Montrer que pour tout entier n > 0, on a 

^ 1 -A 1 1 

^M <e< ^fc! + n-n!' ^ 

k = 0 k = 0 

b) En deduire que e est irrationnel. (Si e = a/q, appliquer la formule (1) avec n = q). 


E 

k = 0 


k\' 


14. On pose u n = sin(n!7re). 


a) Quelle est la parite du nombre entier A n = n! — 

— <■ h ' 


k=0 


k\ 


b) A l’aide de la formule (1) de l’exercice precedant, etablir que 


n!7re = irA n + 


7T 


n + 1 


+ O — K 


n * 


c) En deduire que la serie de terme general u n est semi-convergente. 


15. Montrer que la serie de terme general 


l 



est convergente. 


3 



16. Soit P et Q deux polynomes de C[X] de degre p et q respectivement, avec Q non identi- 
quement nul. Si n n’est pas racine de Q, on pose 


Q{n) ‘ 


Montrer que 


a) la serie de terme general u n converge si et seulement si q > p + 2, 

b) la serie de terme general (— 1 ) n u n converge si et seulement si q > p + 1. 


(-l) n 

17. Montrer que la serie de terme general converge et que 

3n + 1 


V (-1)" 
' 3n + 1 


dx 

1 + x 3 ’ 


18. Soit a/0. Etudier la nature de la serie de terme general 


n a + (-l) n+1 


19. Construire deux series de terrnes generaux u n et v n , l’une convergente, l’autre divergente, 
telles que u n 


20. Demontrer la regie de Cauchy : soit u n > 0, on suppose que 

lirn = i , 

n— >-+oo 

alors, si 0 < i < 1 la serie de terme general u n converge. Que se passe-t-il si l > 1, ou si i = 1 + ? 


21. Etudier la convergence de la serie dont le terme general est defini par 


y>2p — 


6t U2p+1 — 2 


par la regie de Cauchy et par la regie de 1’ Alembert. 


22. Soit u n > 0. On pose 


'"u , "'ll, 

v n = et w n = 77 

1 + u n n l + ul 


a) Montrer que les series de terme generaux u n et v n sont de merne nature. 
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b) Comparer la convergence des series de termes generaux u n et w n 


23. Soit le polynome de degre k 

P k {X) = X(X - !)■ ■ ■ {X - (k - l)) . 

a) Calculer 


&k — 


E 

n= 0 


Pk(n) 


n\ 


b) En deduire que 


E n 3 + n 2 + n + 1 

7 = 9e. 


n = 0 


n\ 


24. Determiner un entier n tel que 


1 

£^ >10 ' 5 ' 


cos In ti 

25. Montrer par le critere de Cauchy que la serie de terme general diverge, (difficile) 


n 


SERIES DE FONCTIONS 


26. Etudier la convergence simple, uniforme et normale, des series de fonctions u n definies sur 
[0,1] dont le terme general est donne ci-dessous. 


a) u n (x ) = 
d) u n (x) = 
27. Lorsque a 


1 


n + xn 2 


, b ) u n ( x) = 


(— l) n arctan (nx) 
1 + nx 


x n (l — x) , e) u n (x) = (— l) n x n {l — x) 


> 0, n > 0 et x > 0, on pose 


c) u n (x) 
f) U n {x) 


(- 1 )" 
nx + y/n 

arctan(nx) 


f n (x) = x a e~ nx . 

a) Calculer la sonune de la serie de terme general f n (x). 

b) Montrer c_[ue l’on a convergence normale si a > 1. 

c) Montrer que l’on n’a pas convergence uniforme si a < 1. 

d) Montrer que l’on a convergence uniforme sur tout intervalle [s, +oo [, ou s > 0. 
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28. Soit u n la fonction definie sur [0, +oo [ par 


u n (x) 


1 

n 2 x + n 3 


Montrer que la serie de fonctions de terme general u n converge uniformement sur [ 0, +oo [ vers 
une fonction / indefiniment derivable. 


29. Pour x > 0 on pose 


fn(x) 


sin(g + n) 
x + n 


Montrer que la serie de terme general f n converge uniformement sur [0, +oo [. 


30. Pour tout x reel on pose 

u n {x) = -2 n 2 xe~ n2x2 . 

a) Montrer que la serie de terme general 

v n (x) = u n (x) - u n+1 (x) 

converge et calculer la somrne 

OO 

S(x) = ^ ~2v n (x ) . 

n= 1 

b) Soit a > 0. Montrer que la serie de terme general 


w n = 


a 

J v n (t) 


dt 


converge et calculer sa somrne. 

a 

c) Calculer J S(t)dt. 

o 

d) En deduire que la serie de terme general u n — u n + 1 ne converge pas uniformement sur [0, a] . 
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Corrige 

1. a) On utilise le precede telescopique en ecrivant 

, n n + 1 

u n = In In 

n + 1 n + 2 


Si l’on pose, pour n > 1, 


Ur, = In ■ 


n 


on a 


n + 1 ’ 

^n+1 • 


N 


N 


Alors 

= U n+ l) =Vl- V N+ l , 

n = 1 n=l 

et puisque la suite (y n ) admet 0 coinnie limite, on obtient 


OO ^ 

^ u n = vi = In - = - In 2 . 


n= 1 


b) On commence par decomposer la fraction rationnelle en elements simples. On a 

1 


/(*) = 


a b c 

H “77 + 


(x + l)(x + 2)(x + 3) x + 1 x + 2 x + 3" 


Alors 


a = lim (x + l)/(x) = - , b = lim (x + 2 )/(x) = — 1 , c = lim (x + 3 )/(x) = - , 


x—> — l 


done 


X^r — 2 


1 


x—>—3 


Ur>, — 


l l 

+ 


2(x + 1) x + 2 2(x + 3) ' 

Pour calculer la sonune, on peut utiliser deux methodes. 

Premiere methode : le procede telescopique. On peut ecrire 

1 \ 1/1 


1 ( 1 

u n = - 


1 


2 \n + l n + 2/ 2 V^ + 2 n + 3 

et done, si l’on pose, pour n > 0, 


1 ( 1 


V n = ~ 


1 


2 \ 77. H- 1 n + 2/ ’ 


on a 


— V n V n -\-l •> 

et puisque la suite ( v n ) converge vers 0, on obtient 

OO j 

E«- = ^ = i- 

n = 0 
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Deuxieme methode : calcul des sommes partielles. On a 


N N N N 

+A _i A i v 1 1 v- 1 

2^ u n ~2^ n n + 1 ^ n + 2 + 2 ^ n + 3 ' 

n=0 n = 0 n=(J n=0 

En posant n' = n — 1 dans la premiere somme du mernbre de droite et n" = n + 1 dans la 
troisieme, on obtient 


1 AA 1 


i 1 AA 1 


1 V A 1 V 1 1 \ 1 

2 ^ n' + 2 _ ^-;n + 2 + 2 ^ n" + 2 ’ 

n'=— 1 n= 0 n"=l 


ou encore, puisque les indices n' et n" sont muets, 


On obtient alors 


N N- 1 AT JV+1 

= - y — -V — + -V — 

^ 2 ^ n + 2 ^ n + 2 2 ^ n + 2 

n=0 n=— 1 n=0 n=l 


1 / i AA i 

2 ( + 2 + ^ n + 2 

\ n= 1 


1 yA 1 1 

2 + n + 2 + iV + 2 

n=l 


i rAA i i i 

+ 2 l n + 2 + N + 2 + N + 3 


La somme se simplifie, et il reste 


J2 U n = o 1 + 


l A i\ (i l 


l / l 


2 iV + 2/ 2 V^ + 2 iV + 3/ ’ 


et lorsque N tend vers l’infini, on trouve 


A+ l / i\ l l 
\ Un ~ 2 l + 2) 2 ~ 4‘ 


c) On peut ecrire 


et on a une serie geometrique, done 


/ U j n — 9 ( _ 


00 /o\ tl —2 oo / 0 \ n 


XX = 9 X 


9 _ 63 

■ ? ; 


d) Si l’on calcule les premieres sommes partielles, on obtient 


Sq = ln(l + x) = In 


1 — ar 
1 — x 



Si = ln(l + x) + ln(l + x 2 ) = ln[(l + x)(l + x 2 )} = ln(l + x + x 2 + x A ) = In 

o c* 1/1 4\ > (1 — x 4 )(l+x 4 ) 1— x 8 

S 3 = S 2 + ln(l + x 4 ) = In — - = In ■ 


1 — x 4 
1 — x 


1 — X 


1 — X 


II semble que Ton obtienne la formule 


S„ = In 


1 — x 


2 n+1 


-i "> 

1 — x 


ce que l’on demontre par recurrence. 


Si la propriete est vraie a l’odre n, alors 


S n+ i = S n +ln(l+x ) = In 


2 -+S 1 ~x 2 " +1 on+i (l-x 2 " +1 )(l + x 2 " +1 ) 


1 — X 

ce qui donne la propriete a l’ordre n + 1 : 


+ln(l+x 4 )=ln- 


1 — x 


= In 


1 — x 2 


1 — x 


S n +i = In ■ 


1 — x 2 


1 — x 


Alors, conune 0 < x < 1, la suite (x 2 " +1 ) converge vers 0, et l’on a 

= — ln(l — x) . 


lim S n = In 

n— »+oo 1 — X 


e) On decompose la fraction en elements simples ce qui donne 

3 1 1 


(3n + l)(3n + 4) 3n + 1 3n + 4 
et done, si l’on pose, pour n > 0, 


1 


V n = 


3n + I’ 


on a 


Un — Vn V n -\-i , 

et puisque la suite (v n ) converge vers 0, on obtient 


y : u n = v 0 = i. 


n — 0 


2. a) On obtient facilement un equivalent 



Or la serie de terme general (3/5) n est une serie geometrique positive de raison 3/5 < 1. Elle 
converge done. II en resulte que la serie de terme general u n converge aussi. 
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b) On ecrit 


Un — 


e 2n + e -2 n 


e 2n 1 


An 


e 3n _|_ e 3n g3n J _|_ g 


—6 n 


~ — 


Or la serie de terme general (l/e) n est une serie geometrique positive de raison 1/e < 1. Elle 
converge done. II en resulte que la serie de terme general u n converge aussi. 


c) On ecrit 


Mais 


U n = [ - 


1 

1 H — 

n 


( l\ n 

' ( 1Y 

1 + - = exp 

n In 1 d — 

V nj 

L V n)\ 


et en utilisant le developpement limite en 0 de ln(l + it), on obtient 


1 + 


n 


= exp 


n 


+ o 


n 


— e 1 +°( 1 ) ^ e _ 


done 


Un ~ e 


Or la serie de terme general (l/2) n est une serie geometrique positive de raison 1/2 < 1. Elle 
converge done. II en resulte que la serie de terme general u n converge aussi. 

d) Si a = 0, on a u n = 0, et la serie converge. Supposons done a/0. En sachant que 

e 2 * - 1 


thx' = 


e — e 


+ e x e 2x + 1 


on obtient 


d’ou l’on tire 


0 2n+2a 


- 1 e 2n - 1 


U n — 


Un = 


g2n+2a _|_ j ^2 n _|_ j ’ 

2g2n+2a 26^ n 

( e 2n+2a + l)(g2n + J) ' 


On en deduit l’equivalent 


U r 


2 g 2 n(g 2 a _ 1 ) _ 2(1 - e" 2a ) 

g2n+2ag2n ^2 n 


= 2(1 - e 


—2a\ 


Or la serie de terme general (l/e 2 ) n est une serie geometrique positive de raison 1/e 2 < 1. Elle 
converge done. II en resulte que la serie de terme general u n converge aussi. 


e) On a 


0 < Un = 


1 


1 

^ n — 2 n 


(3 + (-i) n y 

Or la serie de terme general (l/2) n est une serie geometrique de raison 1/2 < 1. Elle converge 
done. II en resulte que la serie de terme general u n converge aussi. 
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f) Si |.x| > 1, on a 


11 ,, 


Or la serie de terme general (l/x 2 ) n est une serie geometrique positive de raison 1/x 2 < 1. Elle 
converge done. II en resulte que la serie de terme general u n converge aussi. 

Si |x| < 1, la suite (u n ) converge vers 1, et si |x| = 1 elle converge vers 1/2. Dans les deux cas la 
limite de la suite (u n ) n’est pas nulle, et la serie de terme general u n diverge. 


3. a) En utilisant le developpement limite de cosn en 0, on obtient 




1 

2 n 2 


Or 1/2 n 2 est le terme general d’une serie de Riemann positive convergente. II en resulte que la 
serie de terme general u n converge aussi. 


b) On peut ecrire 


u n = 


n + 1 


n 


— l/n 


-1=U + 


1 


n 


-\ /n / x 

— 1 = exp In ( 1 + 

V n \ n 


- 1. 


En utilisant le developpement limite de ln(l + u ) en 0, on obtient 
u n = exp 

Alors, en utilisant le developpement limite de e u en 0, on en deduit 




, 1 ( 1 

— 1 = exp ( — — + o 


7T 


7T 


- 1. 


«n=|l-4 + of4 > l > |-l~-4. 


n- 


rr 




Or —l/n 2 est le terme general d’une serie de Riemann negative convergente. II en resulte que la 
serie de terme general u n converge aussi. 


c) On ecrit 


1 / 2 In n 

u n = - exp 

n \ n 


Mais la suite (In n/n) converge vers 0, done la suite (exp (— 2 ,(/ n )) converge vers 1. Alors 

1 


U n ~ 


n 


Or l/n est le terme general d’une serie de Riemann positive divergente. II en resulte que la serie 
de terme general u n diverge aussi. 


d) En utilisant le developpement limite de cosn en 0, on obtient 

«„ = e*p| 1 - + + o(-l))- e x p (l- + + o(-l 
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On met e en facteur, ce qui donne 



et en utilisant le developpement limite en 0 de e“, on trouve 



Or 3e/(2 n 2 ) est le terme general d’une serie de Riemann positive convergente. II en resulte que 
la serie de terme general u n converge aussi. 


e) On a 


„. „lnn\nx „lnx _ 

u n e ” — _ i n T • 

n mx 

La serie de terme general u n est une serie de Riemann. Elle converge si et seulement si 
c’est-a-dire x < 1/e. 


lnx > 1, 


f) Lorsque a > 1, la suite (u n ) ne converge pas vers 0 et la serie de terme general u n diverge. 

Lorsque 0 < a < 1, la suite ( n 2 u n ) = (n 4 a^”) converge vers 0 (produit d’une exponentielle et 
d’une puissance), done a partir d’un certain rang, on a 

LI LI n — 1 ; 


e’est-a-dire ^ 

0 Un ^ 9 5 

n z 

et puisque la serie de terme general 1/n 2 est une serie de Riemann convergente, il en resulte que 
la serie de terme general u n converge egalement. 

4. Dans cet exercice toutes les series sont positives a partir d’un certain rang. 

a) On a 

u n+ 1 _ (n + 1)! a n _ n + 1 
u n a n+l n\ a 

La suite (rx n+ i/rt n ) admet +oo comme limite, done il resulte de la regie de d’Alembert que la 
serie de terme general ( u n ) diverge. 

b) On a 

un+i = (n + 1)! n" = ( n \ n = / l\“ n 
u n (n + l) n+1 n! \n + ly \ n) 

Par un calcul standart on obtient que la suite (u n +i/u n ) converge vers e _1 < 1, done il resulte 
de la regie de d’Alembert que la serie de terme general ( u n ) converge. 

c) On a 

) a 

' 


u n + 1 _ a n+l n a 
u n (n + l) a a n 
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La suite (u n +i/u n ) converge vers a, done il resulte de la regie de d’Alembert que la serie de terme 
general (u n ) converge si 0 < a < 1, et diverge si a > 1. II reste a etudier le cas a = 1. Dans ce 
cas 

1 

U n — > 

n 

et l’on obtient, la serie harmonique qui diverge done, 
d) On a 

u^. = a + 


1 

n 

et la suite ( u n) converge vers a, done il resulte de la regie de Cauchy que la serie de terme 
general ( u n ) converge si 0 < a < 1, et diverge si a > 1. Il reste a etudier le cas a = 1. Dans ce 
cas 

f 1' 

u n — 1 + 

V n , 

et la suite u n converge vers e ^ 0, done la serie de terme general u n diverge, 
e) On a 


Un + 1 
U n 


tU+I 


(1 + a) • • • (1 + a n ) 


(1 + a) •••(! + a n+1 ) 

r U n -\- 1 , 


(1 + a n+1 ) ' 


- Si 0 < a < 1, la suite ( — - — ) converge vers a. 

U n 

- Si a = 1, la suite ( Un+1 converge vers 1/2. 

Un 

- Si a > 1, la suite ( n+1 ) converge vers 0. 

U n 

Dans tous les cas la limite est strictement plus petite que 1, done il resulte de la regie de d’Alem- 
bert que la serie de terme general (u n ) converge. 


f) On a 


, x\~ n 

y/un — ( 1 H 

nj 


et la suite (y/u^) converge vers e~ x , done il resulte de la regie de Cauchy que la serie de terme 
general ( u n ) converge si e~ x < 1, e’est-a-dire si x > 0, et diverge si e~ x > 1, e’est-a-dire si x < 0. 
Il reste a etudier le cas x = 0. Dans ce cas u n = 1 et la suite u n lie converge pas vers 0, done la 
serie de terme general u n diverge. 


g) On a 


sin n 1 

Un — A 5 

n n 


et la suite ( y/u^) converge vers 0 < 1 , done il resulte de la regie de Cauchy que la serie de terme 
general ( u n ) converge. 

5. a) En utilisant le developpement, limite de e u en 0, on a immediatement 


u n = 


1-1 + 




+ o 


n z 


(Inn ) 1 / 2 ~ — - 


n 


2 (In n) -1 / 2 
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Or — — — est le terme general d’une serie de Bertrand negative convergente. II en resulte 

n 2 (lnn) -1 / 2 

que la serie de terme general u n converge aussi. 


b) On a, si n > 2, 


n! = n(n — 1) • • • 1 < n x n ■ ■ ■ x n = n r 


et finalement 


ln?r! < n\nn , 


u n > — > 0 . 

nmn 


Or — est le terme general d’une serie de Bertrand divergente. II en resulte que la serie de 

nmn 

terme general u n diverge aussi. 
c) On a 

u n = exp (n~ a Inn) — 1 . 

La suite ( n~ a In n) converge vers 0, done on peut utiliser le developpement de e u en 0. 

Un = (1 + n~ a In n + o (n~ a In n)) — 1 ~ n~ a In n = — ^ . . 

n a (mnj 1 

La serie de terme general — — — r est une serie de Bertrand qui converge si a > 1, et qui 

n a (mn) 1 

diverge si 0 < a < 1. Lorsque a = 1, elle diverge egalement. La serie de terme general u n possede 
les rnernes proprietes. 

6. Remarquons que toutes les series de cet exercice sont. positives, 
a) Formons u n +i/u n . On a 


u n + 1 ((n + 1)!) 2 (2n)! /(n + l)!\ (2n)! 


et en simplifiant 


On en deduit que 


u n (2n + 2)! (n!) 2 \ n\ J (2n + 2)! 


= ( n + i)2 I = n + 1 

u n (2n + 2)(2n + l) 4n + 2 


lim ^±i = \d. 
n— >+oo U n 4 


La serie de terme general u n converge done d’apres la regie de d’Alembert, 
b) Formons u n +\/u n ■ On a 


Un+i _ ((n + l)!) 2 2 n2 
u n 2( n+1 ) 2 (n!) 2 


(n + 1)!\ 2 2" 2 


I I 2( n+1 ) 2 ’ 


et en simplifiant 


u n+l /„ I 1 \2 1 


= (n + 1)" 


2^n+l 
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On en deduit que 


= 0 < 1. 


] • •-■ ri -t 

n—> 4-00 Ur, 


La serie de terme general u n converge done d’apres la regie de d’Alembert, 
c) On a 


u n ~ — • 
n 


Comrne la serie de terme general 1/n diverge, la serie de terme general u n diverge egalement. 
d) Formons u n+ i/u n . On a 


u n+ 1 (In n) n ( Inn \ n 1 

u n (ln(n + l)) n+1 \ln(n + 1)/ ln(n + 1) 


0 < < 1 

u n In (n + 1) ’ 

et il resulte du theoreme d’encadrement que 

lim " +1 = 0 < 1 . 

n— >+oo u n 

La serie de terme general u n converge done d’apres la regie de d’Alembert. 


e) On a 


Inn gin n In Inn ^lnlnn 


(In n) lnn = e 


Comrne In Inn tend vers +oo, on a, a partir d’un certain rang 


In In n > 2 , 


0 < u n < — . 

71 A 


Comrne la serie de terme general 1/n 2 converge, il en resulte que la serie de terme general u r 
converge egalement. 


f) On a 


In (n 2 + n + 1) = 2 In n + In 1 H h 


1 1 


ln(n 2 + n + 1) 


/ 11 
In ( 1 H 1 7; 


= 1 + 


Comrne cette expression converge vers 1, on en deduit que 


Mais, on a quel que soit x > 0, 


In x < x , 


15 



11 
> — , 

2 In n 2 n 

et comme la serie de terme general l/( 2 n) diverge, il en est de merne de celle de terme general 
1 /( 2 Inn) puis de celle de terme general u n . 

g) Fornrons u n+ \/u n . On a 


n n+ i _ (n + 1 ) 2 (1 + 5) n _ fn + 1 V 1 

u n (1 + <5 ) n+1 n 2 \ n ) 1 + 5 


Cette expression converge vers 1/(1 + 5). On a alors les trois cas suivants : 

- si — 1/2 < 5 < 0, on a 1/2 < (5+1 < 1, done l/(l+(5) > 1 et la serie de terme general u n diverge, 

- siO<(5<l/2ona<5+l>l, done 1/(1 + 5) < 1 et la serie de terme general u n converge, 

- si <5 = 0, on a u n = n 2 . Le terme general ne tend pas vers zero, et la serie de terme general u n 
diverge. 

h) Si l’on commit les somnres 

n(n + l) 99 9 n(n + l)( 2 n + l) 

1 + 2 + • • • + n = — — - — - et l 2 + 2 2 + • • • + n 2 = — ^ -, 

^ u 


on obtient immediatement 


et la serie de terme general u n diverge. 


2 n + 1 2 n 


Si l’on ne connait pas les sommes precedantes, on peut utiliser les somnres de Riemann. En effet 


l p + 2 P + ... + n p = n p+1 - Y - 

n \ n 


n \ n 
k= 1 v 


% p+1 / x p dx = 


P+1' 


n 2 3 _ 3 
2 n 3 2 n 


i) On obtient facilement un equivalent de u r 


Si a > 1, 


a n x + a -n 

Un ~ a+» 1 + na~ 2n ~ cC 


Or la serie geonretrique positive de raison 1/a < 1 converge, done la serie de terme general u n 
converge egalement. 

Si a = 1, 


n + 1 n 
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Or la serie harmonique positive de terme general 2/n diverge, done la serie de terrne general u n 
diverge egalement. 


Si 0 < a < 1. 


11 + a n 1 


u„. = 


. si *11' 

nil “ — n 


Or la serie harmonique positive de terme general 1/n diverge, done la serie de terme general u n 
diverge egalement. 

j) Coniine la suite converge vers 0, on a, a partir d’un certain rang 

n 2 2 -yn < 1; 

done 


2 -V^ < 


1 


— 9 ’ 

n z 


et la serie de terme general 1/n 2 converge. On en deduit que la serie de terme general u n converge, 

k) On a immediatement l’equivalent 

1 


n n 3 / 2 


Comrne la serie de terme general 1/n 3 / 2 converge, on en deduit que la serie de terme general u r 
converge. 

1) On peut effectuer un developpement limite. Tout d’abord 

1 1 1 


n + a n 1 + 


done 


Alors 


1 1 


n + a n 


n 


n 


= ~ U --+0 - = o+O ^7 


1 a 


n n * 


n* 


1 .1 a\ l/l a . . - 

e n+ a _ l+( 2 ) + o ( 2 ] + ° ( ~ 2 

n n~ J 2 \n n- ) \n z 

la 1 . _ . 

— 1 H n + + ° ( — o • 


Comrne 


On a finalement 


n n 2 2 n 2 


1 1 


n- 


en = H 1- — — ■ + O — 


n 


2 n 2 


n z 


2 ’ 


n 


^ n 9 ° ( o ) ^ 2 ’ 

n A ] n z 


Comrne la serie de terme general 1/n 2 converge, on en deduit que la serie de terme general u n 
converge. 
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On aurait pu egalement utiliser le theoreme des accroissements finis : il existe c n € [ 1/n, l/(n + 1) ] 
done dans [0, 1] , tel que 


U n = 


n 


1 

n + a 


done 


0 < Un < 


-e < 


ea 


n(n + a) n 2 


et l’on conclut avec le theoreme de comparaison. 


7. En utilisant la formule de Taylor- Young, on a les developpements limites 


w , ,/»,/» , 

/ a + - — /(a) - 1 h 2 + o 

n n ln- 


1 


rr 


et 


done 


W ^ /'(a) , /"(a) , 

/(“--)=/(«)- — + ^ + o 




2 / ’ 


ttn = 


/"(«) 




1 

+ ° 1 — 

n z 


Comrne la suite ( n 2 u n ) converge vers f"(a), il existe N tel que n > N implique 

| n 2 u n - /"(a) | < 1 . 

Alors 


\n 2 u n \ < 1 + \f"{a )\ , 


et done 


\u„\ < 


l + l/»l 




Comrne la serie de terme general 1/n 2 converge, la serie de terme general u n converge absolument, 
done converge. 

1 

72 


On peut dire egalement que u n = O 




8. On suppose que a et b ne sont pas nuls simultanement. On a 

n(l — ac) — be 


u n = 


n(an + b ) 


Si ac 1, ou bien a ^ 0 et u n ~ , ou bien a = 0 (done b ^ 0) et u n ~ — . Dans les deux 

an b 

cas la serie diverge. 

be 

Si ac = 1 (done a / 0), on a u n ~ -. Dans ce cas la serie converge. 

an z 


L’ensemble des triplets (a, b, c ) pour lesquels la serie converge est done {(a, 6, c) € M 3 | ac = 1}. 


9. Donnons les equivalents de u n sous forme de tableau. Le resultat depend de la position de 
a et b par rapport a 2. Les equivalents sont des suites geometriques. 
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a < 2 

a = 2 

a > 2 

b< 2 

1 

2 

( a y 




V2 ) 

b = 2 

1 

1 

1 (a\ n 


2 


2 \2/ 

b> 2 

(!)' 

■O' 

/a\ n 
\b) 


Le tableau suivant donne la nature de la serie de terme general u n . 



a < 2 

o = 2 

a > 2 

b< 2 

DV 

DV 

DV 

b = 2 

DV 

DV 

DV 

b> 2 

CV 

CV 

a > b 

DV 

a < b 

CV 


En resume l’ensemble des couples (a, b) pour lesquels la serie converge est 


{(a, b) Gl 2 |i)>2,0<o<i)}. 


10 . a) On a 


Puisque l’on a au voisinage de 0, 


u n 


1 1 

— arctan — 
n n 


arctan u ~ u , 


on en deduit que 


Ur, 


n- 


Comrne la serie de Riemann de terme general 1/n 2 converge, il en resulte que la serie de terme 
general \u n \ converge, c’est-a-dire que la serie de terme general u n converge absolument, done 
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converge. 


b) On a 


/ i\n • 

u n = (-1) sm — . 

n 


Si a = 0, on a u n = 0 et la serie de terme general u n converge (absolument). 

Remarquons que si l’on change a en —a dans l’expression de u n , le signe de u n change, done le 
comportement de la serie ne changera pas. On peut se contenter d’etudier le cas a > 0. Alors 


\Un\ = 


an 


sin ■ 


n 


Puisque l’on a au voisinage de 0, 
on en deduit, que 


sm u ~ u . 


an 


u n ~ 


n 


Comrne la serie de Riemann de terme general 1/n diverge, il en resulte que la serie de terme 
general \u n \ diverge, e’est-a-dire que la serie de terme general u n ne converge pas absolument. 


Posons 
On a 


f(x ) = sin(a7rx) 


f'(x ) = an cos(anx) . 

et f'(x) est positive sur l'intervalle [0, 1/2 a], done la suite (sin^) est decroissante des que 
n > 2a. De plus elle converge vers 0. Alors il resulte du critere de Leibniz que la serie de terme 
general u n converge. Elle est done semi-convergente. 

c) Rappelons que le produit de la suite ((— l) n ) qui est bornee, par une suite qui converge vers 
zero, converge egalement vers zero. 


Si a < 0, on a 


1 


U n = 


1 + (-1 ) n n a ’ 

et puisque la suite ((— 1 ) n n a ) converge vers 0, la suite (u n ) converge vers 1, done la serie de terme 
general u n diverge. 

Si a > 0, on a, si n > 2, 


U n = 


n a + (-l) r 


n u 


1 + 


(-l) n ’ 


n 


et puisque la suite ((— 1 ) n /n) converge vers 0, on en deduit que 


\Un 


1 


n u 


Par comparaison a une serie de Riemann, on en deduit que la serie de terme general \u n \ converge, 
e’est-a-dire que la serie de terme general u n converge absolument, si et seulement si a > 1. 
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Etudions le cas ou 0 < a < 1. On ecrit 


U n = 


(-1 r i 


n a 1 (-l) n • 

n a 

Comme la suite ((— l) n /n a ) converge vers 0, on peut utiliser un developpement limite de 1/(1 +u) 
en 0, et on obtient 




rr 


n u 


rr 


— + o ( — . 

n a n 2a \ n 2a ' 


Posons 


(-l) n 1 ( 1 

Vn = — et W n = — + O 


n u 


n 2a \ n 2a 


La serie de terrne general v n converge d’apres le critere de Leibniz. Par ailleurs 


1 


Wn ~ 


2 a 


n 

Or la serie de terrne general — l/n 2a est une serie de Riemann negative qui converge si et seule- 
ment si 2a > 1 c’est-a-dire a > 1/2, done la serie de terme general w n converge si et seulement 
si a > 1/2. On a alors les deux cas suivants : 

sil/2<a<l, la serie de terme general u n est la somrne de deux series convergentes. Elle 
converge rnais n’est pas absolument convergente : elle est semi-convergente. 

si 0 < a < 1/2, la serie de terme general u n est la somme d’une serie convergente et d’une serie 
divergente : elle diverge done. 


d) Si l’on pose 


w n = cos (an + b) et v n = 


n u 


on voit deja que la suite (v n ) decroit et converge vers 0, si a > 0. 

Pour calculer la somme w n + • • • + w m , on considere w n comme la partie reelle de e l ( an + b ] f et l’on 
calcule 

e i(an+b) _|_ g i(a(n+l)+fe) gi(am+6) _ g i(an+fe) ^ _|_ & ia e i(m-n)a^j 

On reconnait la somme des terrnes d’une suite geometrique de raison e m . Cette raison n’est pas 
egale a 1, puisque a ^ 2kir, done 


1 _)_ e ia _)_ e i{m-n)a _ 


^ gi(m— n+l)a 


d’ou 


Mais 


| e i(an+b) _j_ gi(a(n+l)+6) . _j_ gi(am+6) | _ 


l-e ia 

\ __ gi(m-n+l)a| 


1 - e l 


n +l)°| < \ _)_ |g*(m— n+l)oi _ 2 
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done 


| g i(an+6) _|_ g i(a(n+l)+6) _|_ _|_ e i(am+b) i < t ■ — 7 = M . 

— 1 1 — e m | 

Alors, puisque la valeur absolue de la partie reelle d’un nombre complexe est inferieure a son 
module, on obtient 

K + • • • + Wm\ < |e i(an+b) + e *( a ( n + 1 )+ b ) + . . . + e i(am+b) | ^ 


et finalement 


\w n H 1- w m I < M . 


On peut done appliquer le critere d’Abel et la serie de terme general v n w n converge. 
Etudions maintenant la convergence absolue. 


Si a > 1. on a en fait 


\ u n\ — > 


et la convergence est absolue. 

Dans le cas ou 0 < a < 1, on ecrit 

|cos(an + 6)| cos 2 (an + 6) 1 + cos(2an + 26) 

n a ~~ n a 2 n a 

Si a ^ kn, la serie de terme general cos(2an + 2 b)/n a converge, et la serie dont, le terme general 
est le membre de droite, est la sonune d’une serie divergente positive l/n a et d’une serie conver- 
gente. La suite des sonunes partielles a pour limite +oo. Alors il en est de rnerne de la suite des 
sonunes partielles de la serie dont le terme general est le membre de gauche. 


Si a = kn, 


cos(an + 6)| | cos fo| 


et la serie diverge egalement. 

En resume, si 0 < a < 1, la serie de terme general u n est semi-convergente. 


e) On a, si n > 2, 


1 _ 1 1 
n + 2 sin n n ^ 2 sin n 

n 


et puisque la suite (2sinn) est bornee et que la suite (1/n) converge vers 0, la suite (sin n/n) 
converge aussi vers 0, done 

1 

\u n \ ~ — , 
n 

et la serie de terme general |u n | diverge par comparaison a la serie harmonique. La serie de terme 
general u n n’est done pas absolument convergente. 


Partons de l’egalite 


1 

2 sin n 
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Comme la suite (sin n/n) converge vers 0, on peut utiliser un developpement limite de 1/(1 +u) 
en 0, et on obtient 


u n = 


(-l) r 


n 


2 sin n 

1 +o 

n 


2 sin n 


n 


(— l) n 2(— l) n sinn^ /2(— l) n sinn 


n 






Posons 


Vn. — 


(-1 ) r 


n 


2(— l) n sin n /2(— l) n sin n 
et w n = — h o 




n- 


La serie de terrne general v n converge d’apres le critere de Leibniz. Par ailleurs 


w n ~ — 


2(— l) n sinn 


rr 


done 


2|sinn| 2 

et la serie de terrne general \w n \ converge par comparaison a la serie de Riemann de terrne general 
2/n 2 . II en resulte que la serie de terrne general w n converge. Alors la serie de terme general u n 
est la somrne de deux series convergentes. Elle converge done et e’est une serie semi-convergente. 


Wn 


f) On a aussi 


et done 


u n 


(~l) n 

Vn 2 + 1 + n 


1 _ 1 1 1 

Vn 2 + 1 + n n f T 2 n ' 

1 + V 

diverge par comparaison a la serie harmonique. 

Mais la suite 1 j[\Jn 2 + 1+n) est une suite decroissante qui converge vers 0, done la series de terme 
general u n converge d’apres le critere de Leibniz. II en resulte que cette serie est semi-convergente. 




La serie de terme general \u n 


g) Puisque la suite (cosn) est bornee, et que la suite (1/ \fn) converge vers 0, la suite (cos n/y/n) 
converge vers 0, et on peut utiliser un developpement limite de ln(l + u) en 0. 


cos n cos n 

u n = — — h o 

in 


n 


cos 2 n 


n 


Posons 


cos n 


Vn = 


et w n = — - 


cos 2 n 


' n 2 n 

La serie de terme general v n converge. D’autre part 


+ o 


cos 2 n 


n 


W„. ~ 


cos 2 n 
2 n 


1 cos 2 n 

4n 4n 


Or la serie de terme general l/(4n) diverge, et la serie de terme general cos(2n)/(4n) converge 
d’apres d), done la serie de terme general w n diverge. Alors la serie de terme general u n diverge, 
done elle ne converge pas absolument. 
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h) On a 


Isin2n| 1 

u n < -4 4 < 


1 


n n 2 — n + 1 n 2 — ra + 1 n 2 ’ 


done la serie de terme general u n converge absolument par comparaison a la serie de Riemann 
de terme general 1/n 2 . 


11 . a) On peut ecrire en mettant n 4 2 en facteur, 

1 \ 3 / 2 ' 


Ur, = n 3//2 


A 1 1 — ( 1 — — I 

njn 


1/2 \ _ 1 

n J ) n 


On fait un developpement limite a l’ordre 3 de n 3 / 2 rx n par rapport a la variable 1/n. On a 


i\ 


3/2 


1-- =1---+ 


3 13 1 11 


n J 


+ 


2 n 8 n 2 16 n : 


+ o 


rr 


et 


d’ou, en remplagant 


1\ 1/2 11 11 /I 

1--I =1----- - +o 


n J 


2 n 8 n 2 




n 


3/2 u n — ( - A — 1 ) - + A + - fi ] - 2 M 16 '* 1 8 r J n 3 


n 


n “ 


. l . l A l 

+ m + ° 


n- 


Si A / 2/3, on a 


A — 1 v^> 


et la serie de terme general u n diverge puisque le terme general ne tend pas vers 0. 
Si A = 2/3 et n / 1/2, on a 


u r , 


2 4 / \fn 


et la serie de terme general u n diverge par comparaison a une serie de Riemann divergente. 
Si A = 2/3 et /j = 1/2, on a 


1 1 


Ur, ~ 


48 n 3 / 2 


et la serie de terme general u n converge par comparaison a une serie de Riemann convergente. 
b) Dans ce dernier cas, notons S la sonune de la serie et R n le reste d’ordre n. On a done 

n 

^ " Uk — S R n , 


k = 1 


et la suite (R n ) converge vers 0. 
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En calculant les sommes partielles, on obtient, en utilisant le procede telescopique, 


n 0 , n 

^2 Uk = g n 3/2 + - n 1/2 -^Vk. 


Done 


e’est-a-dire 


±Vk = |» 3/2 + i » 1/2 

fc=l 

\/fc = ^ n 3,/2 + ^ n 1,/2 


ce qui donne la formule voulue. 


(S - R n ) , 


5 + o(l), 


12. a) De l’inegalite 


u n - 


' + v n = 


' - > 0 > 


on deduit 

1 . 

V u nVn < ^ + V n ) • 

Puisque la serie de terme general u n + v n converge comnre somme de deux series convergentes, 
on en deduit que la serie de terme general yju n v n converge aussi. 

b) En appliquant ce qui precede a v n = 1/n 2 , qui est le terme general d’une serie convergente, 
on en deduit que la serie de terme general yju^/n converge. 

c) Puisque la serie de terme general v n converge, la suite (v n ) converge vers 0, et done w n ~ u n . 
II en resulte que la serie de terme general w n converge. 

d) Puisque la serie de terme general u n converge, la suite (u n ) converge vers 0, et done a partir 
d’un certain rang u n < 1. II en resulte u 2 < u n et la serie de terme general w n converge. 


13. a) On a 


done 


D ’autre part 


n oo 

e -Ei= E 

k = 0 k=n + 1 


V 1 ^ 1 

^ k\ ~ (n + 1)! > 

k=n + 1 V ’ 


OO , OO l OO 

1 1 x — "\ n! 1 


1 


E l i v > n: i \ -v 

k\ n\ ^ k\ n\ ^ (n + 1) • • • k 

k—n+l k=n + 1 k=n + 1 v ' 

Mais, si k > n + 2, on a k > n + 1, et 

(n + 1) • • • k > (n + 1) • • • (n + 1) = (n + l) k ~ n , 
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puisqu’il y a k — n facteurs dans ce produit, done 


OO ^ ^ OO 2 

kl < n! (n + l) fc_n 

fc=n+l k=n + 1 ' 


ce que l’on peut encore ecrire 


oo i 11 °° 


E p 


< 


E 


A:! n! n + 1 (n + \) k - n ~ l 

k=n + 1 fc=n+l ' 

Mais on reconnait alors la somrne de la serie geometrique de raison l/(n + 1). 


OO 1 OO 1 

1 = y^ 1 

^ ( n _)_ \\k-n-l /—j(n 4- 


n + 1 


k=n + 1 


Finalement 


(n + l) k , 1 n 

=o v ' 1 - 

n + 1 


V I<II 

E-i' h\ n\ n 


k=n -\- 1 


On a done bien obtenu les inegalites 

1 1 

k = 0 k = 0 

b) Tout d’abord, en prenant n = 1 dans (1), on trouve 


Eri <e< En + — , 

■ ' Ad ' fc! n ■ n! 


2 < e < 3, 

et e n’est done pas entier. Supposons que e soit rationnel. II s’ecrirait e = a/ q evec a > 
q > 1 entiers. Alors 


<? 

El CL 

k\ < q 

k = 0 



1 


En multipliant ces inegalites par g! on obtient 


Mais 


fc =0 


g! , . . v-^ g! 1 


k = 0 


a = 


k=0 


E| = i + E(*+d 


9-1 


k=0 


est un nornbre entier. Alors 

, x, 1 

0 < a(q — 1)! — a < - 
Q 

et a(q — 1)! — a serait un entier de l’intervalle ] 0, 1 [ 
contradiction et e est irrationnel. 


< 1, 

ce qui est impossible. On a done 


0 et 


une 
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14. a) On ecrit 


n— 2 


An = ^y = + 1) • • • (n - l)n + n + 1 . 

k= 0 /c=0 


n—2 


La somme ^^(/c+ 1) • • • (n— l)n est divisible par le produit (n— l)n qui est un nombre pair, done 
k = o 

A n a la merne parite que n + 1. II en resulte que A n est pair si n est impair, et impair si n est pair, 
b) En multipliant les inegalites (1) par tt n!, on trouve 


7T A n < nine < ttA u H — , 
n 


done 


D’ autre part 


done 


On en deduit que 


0 < ?r!7re — irA r . < 


TT 


n 


1 1 
0 < - - 


1 1 

< 


n n + 1 n(n + 1) n 2 ’ 


TT TT 

0 < n'7re — nA n < H — » . 

n + 1 n z 


TT 


nine = tt A n H b O 

n + 1 


n * 


c) Alors 


TT 


n + 1 


u n = sin(n!7re) = sin 7rA n H - + O = (— 1)” +1 sin 


Tout d’abord 


= 


sm 




" +o' 1 


TT 


n + 1 


+ o ^ 




n + 1 


n- 


7 r 


n 


et cette serie ne converge pas, done u n n’est pas absolument convergente. 
D’autre part, d’apres la formule des accroissements finis, il existe c tel que 

| sin(a + b) — sina| = |6|| cos c| < \b \ , 

done 


Alors 


Finalement 


sm 


1 


sin(a + b) = sin a + 0(b) . 


+ O ( ) ) = sin 

n 


n + 1 
u n = (-l) n+1 sin 


n + 1 


A O { ^ 


n z 


n + 1 


+ O — r 


n- 
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La serie de terme general O 




converge absolument. D’autre part la suite ( sin 


n + 1 


est 


decroissante et converge vers 0. La serie alternee de terme general (— l) n+1 sin 


1 


n + 1 


converge 


done. II en resulte que la serie de terme general u n converge. Elle est bien semi-convergente. 


15. On a 


J2 Uk = 

k = 0 


y~](l — \fx) k dx . 


k = 0 


Mais, si x / 0, 
i / 


/ dx = [ 
n \k=0 ) 1 


1 1 - (1 - v ^) m+1 , f 1 - (1 - v ^) m+1 , 

dx = = dx . 


1 - (1 - Vx) 


En effectuant le changement de variable u = y/x, on a du = dx/(2^/x), et 


m 

J2 U k = \ 

k = 0 n 


= 2 


(1- (1 -u) m+l )2du 
(1 ~u) m + 


u + 


m + 2 


J o 


= 2 - 


m + 2 

Comme cet.te suite converge vers 2, on en deduit que la serie de terme general u n converge, et 
que 


V' u n = lim V' u k = 2 . 

^ J m^+cxD ^ J 

n = 0 k = 0 


16. Cas reel. 

les proprietes dans le cas ou P et Q sont dans R[X]. 

de plus haut degre de P et b q X q celui de Q, on a alors 

P(n) a p 1 

Q(n) b q n q ~ p ’ 

et il resulte du critere de Riemann que cette serie converge si et seulement si q — p > 2. 

b) Pour que la serie converge, il faut deja que le terme general tende vers 0. Or 

P(n) a p 1 

Q(n) b q n q ~P ’ 

et cette expression tend vers zero si et seulement si q > p, soit, q > p + 1, done, pour que la serie 
converge, il faut que q > p + 1. 


Montrons tout d’abord 
a) Si a p X p est le terme 
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Supposons maintenant cette condition satisfaite. Calculons la derivee de la fonction / definie par 


/(*) 


P(x) 
Q(x) ' 


On a 

_ Q{x)P'{x) - P(x)Q'(x) 

1 (J ’ Qixf 

Le numerateur est un polynome. Si ce n’est pas le polynome 0 , il est equivalent a son terme de 
plus haut degre et done de signe constant pour x assez grand. II en resulte que / est monotone 
sur un intervalle [a, +oo [, et done que la suite (u n ) est monotone a partir d’un certain rang. 
Le critere des series alternees montre que la serie de terme general (u n ) converge. 


Si le numerateur de la fraction est le polynome zero, e’est que / est constante, done que 
P(x) = A Q(x). Mais conune q > p + 1 , on ne peut avoir q = p, ce qui implique que A = 0 , 
done P = 0 , et alors la serie est nulle et converge egalement. 


La condition q > p + 1 est done suffisante pour avoir la convergence. 


Cas complexe. 


Si l’on suppose maintenant les polynomes a coefficients complexes, on peut ecrire 

P = Pi P IP‘2 et Q = Qi + iQ-2 , 

avec Pi, P2, Q \ , Q-2 dans R[X]. Un des polynomes Pi et P2 au moins est de degre p, et un des 
polynomes Q\ et Q2 au moins est de degre q. Alors 

P _ Pi + iP 2 
Q Qi + iQ2 

et, en rendant le denominateur reel, 

P = (Pi+iP2)(Qi-iQ2) P1Q1 + P2Q2 . P2Q1-P1Q2 
Q Q‘i p Q2 Qi p Q2 Q\ p Q2 

Un au moins des polynomes Q 1 et Q-2 est de degre q. Alors le degre du denominateur C = Q\pQ\ 
vaut au plus 2 q, mais les termes de plus haut degre de Qf et Q\ etant positifs, le degre de C 
vaut exactement 2 q. 


Les polynomes P\Q\ + P2Q2 et P2Q1 — P1Q2 son t de degre p + q au plus, et un des deux 
au moins est exactement de degre p P q, sinon la fraction P/Q serait de degre plus petit que 
(p P q) — 2q = p — q ce qui est faux. 


Cela signifie que un au moins des polynomes A = P\Q\ P P2Q2 et B = P2Q1 — P1Q2 est de degre 
ppq, et l’autre de degre au plus p+q. On peut alors appliquer les resultats obtenus dans le cas reel. 


a) si q > p + 2, alors 2 q > ppqp 2 , done les series de termes generaux 
toutes les deux. Alors la serie de terme general u n converge. 


A(n) 


et 


B(n) 

cR) 


convergent 
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Si q < p + 2, alors 2 q < p + q + 2, done une des deux series de termes generaux 
diverge. Alors la serie de terrne general u n diverge. 


b) si q > p+ 1, alors 2 q > p + q+ 1, done les series de termes generaux (— 1)' 


,A(n) 


convergent toutes les deux. Alors la serie de terrne general (— 1 ) n u n converge. 


C(n) 


Si q < p + 1 , alors 2 q < p + q + 1 , done une des deux series de termes generaux 


(- 1 )' 


,B(n) 


diverge. Alors la serie de terrne general (— 1 ) n u n diverge. 


A(n) B{n) 
C(n) et C(n) 


et 


(-l) n 


B(n) 

W) 


U n A (n) 
> C(n) 


et 


17 . On peut appliquer le critere des series alternees, puisque la suite (l/(3n + 1)) decroit et 
tend vers 0. La serie converge done. 


En utilisant la somme des termes d’une suite geometrique, on obtient 


1 

1 + x 3 


n— 1 


j2(-i) k x 3k + 


( — l) n x 3n 

1 + X 3 ’ 


done en integrant 


1 

/ 


dx 


™ } ( i \k 

E + (-1)' 


n 


1 + x 3 / -— d 3 k + 1 
k = o 


1 + x 3 


dx . 


En appliquant la premiere formule de la moyenne, il existe c n dans [0,1] tel que 


0 < 


1 

/ 


rp Si! 1 

X dx = 


x 3n dx = 


1 + X" 3 1 + c 3 


1 1 


< 


1 + c 3 1 + 3n 1 + 3n 


„3 n 


II resulte du theoreme d’encadrement que la suite de terrne general 
pour limite 0. Alors 


1 + x 3 


dx converge et a 


lim (— 1 

n— >■+ oo 


>n 7 


X 


3 n 


1 + X 3 


dx = 0 , 


et 


e’est-a-dire 


n— 1 


lim 

n— >+oo 


E 


(-i)* 
k + 1 


i 


o 


dx 

1 + x 3 ’ 


k + 1 

k = 0 


1 



0 


dx 

1 + X 3 ’ 
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18. On etudie differents cas. 


Si a < 0, alors 


1 


U n = 


|1 + (— If +1 n“| ’ 

et cette expression tend vers 1. Le terme general de la serie ne tend pas vers zero et la serie diverge. 


Si a > 0, on a cette fois 


1 


1 


1 


Ur,. = 


n u 


1 + 


(- 1 ) 


— 

n+1 yjCX. 




La serie converge absolument si et seulement si a > 1. 

Si 0 < a < 1. En utilisant le developpement limite en zero 

1 , \ 

= 1 + u + o(u) , 


1 — u 


on a 


d’ou 


n u 


1 + 


(- 1 ) 


n+l 


n u 


1 - 


(- 1 ) 


n+l 


n u 


(-l) n , 

u n ~ — H 

n a 


n 


2a 


n u 


+ o 


+ o 


(- 1 ) 


n+l 


n u 


n 


2 a 


On a done u n = v n + w n , ou 


(-If 1 

Vn. = et w n = + O 


n u n * 

La serie de terme general v n est alternee et converge done. 


n 


2a 


Par ailleurs 


Wn ~ 


n 


1 

~2a 


et d’apres le critere de Riemann, la serie de terme general w n converge si et seulement si 2a > 1. 
Alors, il en sera de rneme de la serie de terme general u n . En resume on a la situation suivante : 

- convergence absolue si a > 1, 

- semi-convergence si 1 > a > 1/2, 

- divergence si a < 1/2. 


19. II suffit de prendre 


Alors 


(-l) n 1 (-l) r 

u n — / — A cl v n — 


n n 


n 


u n = v n + vl = v n {l + v n ) 


et comme v n tend vers 0, on a u n ~ v n . 
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La serie de terme general v n est alternee et converge. La serie de terrne general u n est sonime 
d’une serie alternee et d’une serie divergente, done diverge. 

20. Supposons que u n tende vers i € [0, 1 [. Si l’on choisit e < 1 — £, il existe N tel que 
n> N implique 

< £, 

done 

\/un < + s) , 

et finalement 

0 ^ u n < (£ + e) ra . 

Mais l-\-e < 1. La serie de terme general (£ + s) n est done une serie geometrique convergente. II 
en resulte que la serie de terme general u n converge egalement. 

Supposons que u. n tende vers £ > 1 (eventuellement infinie), ou tende vers 1 + . Alors > 1 
a partir d’un certain rang, done u n > 1 a partir d’un certain rang, et la suite (u n ) ne peut 
converger vers 0. La serie diverge done. 


21 . On a 


amsi que 


V M 2j) — \/ 3 ’ 


2 \ 


P/ (2p+l) 


2 l/(2p+l) = 


exp 


V 


2 In 2 

In — | 

2p + 1 3 2p + 1 


= (j J 

Les suites ( 2 ^JU 2 V ) et ( 2 p+^/U 2 P +i) des termes de rang pair et de rang impair extraites de la 
suite ( y/u^) convergent done toutes les deux vers i/| . Alors la suite ( £fu^) converge aussi vers 


< 1. II resulte de la regie de Cauchy que la serie de terme general u n converge. 


Par contre 

U 2p+l = 2 et u 2 y = 1 

U2p U2p- 1 3 

Les suites des termes de rang pair et de rang impair extraites de la suite (u n +i/u n ) ont des 
limites differentes. Elle n’a done pas de limite, et on ne peut utiliser la regie de d’Alembert. 


22 . a) Les series sont positives. On peut done appliquer le theoreme sur les equivalents. 

Si la serie de terme general u n converge, alors la suite (u n ) converge vers zero, et (1 + u n ) vers 
1, done v n ~ u n . Les series sont de rnenie nature, done la serie de terme general v n converge. 


Inversement si la serie de terme general v n converge, la suite (v n ) converge vers zero. Mais on 
obtient 

Vn 


et il en resulte que u n ~ v n . Les series sont de merne nature, done la serie de terme general u n 
converge. 
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b) On a 0 < w n < u n , done si la serie de terme general u n converge, il en est de meme de la serie 
de terme general w n . Mais la reciproque est fausse. Remarquons que si u n tend vers l’infini, on a 

1 

W n ~ . 

U n 

II suffit de prendre u n = n 2 , pour que la serie de terme general w n converge mais pas celle de 
terme general u n . 


23. a) On constate que 


Pk{n) 


= < 


n\ 


0 

1 


[ (■ n — k)\ 


si n < k — 1 
si n > k 


done 


(?k — 


E 


1 


(■ n — k)\ 


oo 1 

y~ 

Z—/ ri ! 


= e . 


n=k v 7 n = 0 

b) Le polynome P(X ) = X 3 + X 2 + X + 1 est de degre 3. Les polynomes Pq, P\, P 2 , P 3 sont de 
degres distincts et constituent une base de M 3 [X ] . On peut done decomposer P dans cette base : 

P(X) = aX(X - 1)(X - 2) + , 3X(X - 1) + jX + S . 

Le coefficient du terme de degre 3, vaut a = 1. Par ailleurs, 

P( 0) = 1 = 5 

P(l) = 4 = 7 + 5 

P( 2) = 15 = 2/3 + 27 + 5 . 

On en deduit 5 = 1, 7 = 3 et /? = 4, done 

P(X) =P 0 + 3Pi + 4P 2 + P 3 . 

Alors 

E °° n 3 + n 2 + n + 1 , _ , . 

= (T 0 + 3<ti + 4ct 2 + CT 3 = 9e . 


k = 0 


n! 


24. Puisque la fonction x 1 — > l/\/x est decroissante sur [ 1, +00 [ , on a 

fe+i 

[' dx 1 

x ~ y/k ’ 


done en sommant 


fc+i 


E 

k = 1 


dx 1 
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Mais 



done 

n 


2(Vn+I- 1) < V- 

fc=i ' 

Si l’on veut avoir 

n 

E^f >1C|5 ’ 

fc=i 

il suffit que 

2(V n + 1 - 1) > 10 ! 

soit 

Vn + 1 > 5001 , 

et done 

n > (5001) 2 - 1. 

La valeur n = (5001) 2 

convient done. 


25. Soit k un entier naturel fixe. Comme e 71 '/ 2 — 1 > 3, on a egalement 

e 2 k-K+n /2 _ e 2 kn = e 2 fe 7 T ( ' e 7 r /2 _ ^ > e ^/2 _ X > 3 

done 


E( ' e 2fc 7 r+ 7 r/2- ) _ E( g 2 fc 7 r) > ^kn+n / 2 - lj - e 2fc7r > 2 . 


Alors, si l’on pose 


r = E(e 2fcir ) , 
on a r > 1, et il existe un entier p > 2 tel que 

r + p = E(e 2fc7r+7r/2 ) . 


On a done 


r < e 2k7T <r+l<r+p< e 2fc7r+7r / 2 < r + p + 1 , 


et 


7 r 

In r < 2 /c7t < lnf'r + 1) < ln(r + p) < 2/c7r H — < ln(r + p + 1) . 


On en deduit, que si s est un entier compris entre r + 1 et r + p, le nornbre 
va minorer la somrne 




r+p 

E 


s=r+l 


cos In s 
s 


cos In s est positif. On 


Posons 


h = 


0 

ln(r + j) — 2 /c7t 
tt/2 


si j = 0 
si 1 < j < p 
si j = p + 1 
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On a done 

7T 

to — 0 < ti <C ... tp -\- 1 — — . 

Soit 0 < j < p. Puisque la fonction cosinus est decroissante sur [0, 7r/2 ] , on a 

tj+i 

J cos xdx < (tj + 1 — tj) cos tj . 
b 

Mais, on verifie que 

tj+i - tj < ln(r + j + 1) - ln(r + j) . 

En effet, il y a egalite si 1 < j < p — 1, et, par ailleurs, 

t\ — tg = ln(r + 1) — 2kir < ln(r + 1) — ln r 


et 


7 r 

t p . |-i - t p = — + 2kn - ln(r + p) < ln(r + p+ 1) - ln(r + p) . 


On peut alors utiliser le theoreme des accroissements finis pour la fonction logarithme. II existe 
Cj dans [ r + j, r + j + 1 ] tel que 

1 


et done 


ln(r + j + 1) — ln(r + j) = — , 

c i 


ln(r + j + 1) — ln(r + j ) < 


r + j 


Finalement on en deduit 


tj+i 


cos xdx < 


cos tj 
r + j 


Alors en sommant ces inegalites pour j variant de 0 a p, 

t 3 + 1 


±! 

3 = 0 t 


COS ti 

dx<y — 3 - 
r + j 


cos xdx < 


3=0 


Le mernbre de gauche vaut 


k/2 


cos xdx = 1 


Le mernbre de droite s’ecrit 


^2 cos 1 


3=0 

on en deduit done 


r+j r 




E P cos(ln(r + j) — 2kn) 1 ^^cosln(r + j) 

| j y* ' -J rp | j 


E P cos ln(r + j) ^ 1 

v -\- j r 


3 = 1 
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Mais 


E P cos ln(r + j) cos Ins 

r - \- j q 

.7 = 1 J 


— &k 


done 


°k > 1 - 


s=r+l 

i 


E(e 2fc7r ) ' 

Lorsque k tend vers l’infini, le membre de droite tend vers 1. Alors a partir d’un certain rang K , 
il est superieur a 1/2, et done, si k > K, on 

r+p . 

E cosins ^ 1 
s ~ 2 ' 

j=r + 1 

Soit maintenant un entier N. Coniine E(e 2fc?r ) tend vers l’infini, il existe un entier k > K tel que 

r = E(e 2kn ) > N , 

et dans ce cas 

r +P , , 

E cos ins ^ 1 
s ~ 2 ' 

s=r-\-l 

La condition de Cauchy n’est pas satisfaite et la serie de terme general diverge. 

n 

26. a) On a u n ( 0) = 1/n qui est le terme general d’une serie divergente. La serie de terme 
general u n ne converge pas simplement, done elle ne converge ni uniformement, ni normalement. 


b) Posons 


On a done 


/(*) = 


arctan x 
1 + x 


Un(x) = (-1 ) n f{nx) . 


Pour x = 0, on a u n (x ) = 0 et la serie de terme general u n (0) converge. Pour x / 0, on va utiliser 
le critere de Leibniz. Tout d’abord, 


\u n {x)\ ~ 


7 r 


2 nx ’ 


ce cpi montre que la suite (u n ) converge vers 0, et aussi que la serie de terme general u n ne 
converge pas absolument. Il reste a montrer que, pour x fixe, la suite (\u n (x)\) est monotone a 
partir d’un certain rang. Cela revient a etudier les variations de la fonction / sur [0, +oo [ . On 
a tout d’abord 

f n n 1 ( 1+x 

f (*) = 


(1 + x) 2 \1 + x 2 


— arctan x 


et, si Ton note, 


g(x) = — tt — arctan x , 
1 + x 2 


les fonctions g et f ont le rnerne signe. En derivant g on trouve 

(1 + x 2 ) — (1 + x)(2x) 1 


g\x) = 


(l + x 2 ) 2 


1 + X 2 


X + x 2 

= ~ 2 (l + x 2 ) 2 < °' 
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On en deduit que g est decroissante sur [0, +oc [ . Puisque 

7 r 

5(0) = 1 et lim g(x) = - -, 

x^+oo Z 

la fonction g s’annule une fois et une seule pour une valeur a, et elle est positive sur [0, a] et 
negative sur [a, +oo [. II en est de meme de f . Alors / est croissante sur [0, a] et decroissante 
sur [a, +oo [ . Si x est fixe, et si n > a/x, la suite ( f(nx )) est alors decroissante et il resulte du 
critere de Leibniz que la serie de terrne general u n {x) converge. 

En resume, la serie de terrne general u n converge simplement sur [0, 1] . 


Enfin, on constate que 


\u n (l/n)\ = 


arctan 1 it 


et done la suite (u n (l/n)) ne converge pas vers 0. II en resulte que la suite ( u n ) ne converge pas 
uniformement vers 0 sur [0, 1 ] . On en conclut que la serie de terrne general u n ne converge pas 
uniformement. Elle ne converge done pas non plus normalement. 


c) On a tout d’abord 


\VjT 


1 


y/n 


et la serie de terrne general |rt n (0)| diverge, done la serie de terrne general u n ne converge pas 
absolument. Par contre puisque, quel que soit x dans [0, 1] la suite (1 /(nx + y/n)) decroit et 
converge vers 0, le critere de Leibniz rnontre que la serie de terme general u n converge simplement. 


Etudions la convergence uniforme. Pour une serie alternee, on a 


Rn(x ) I < |ttn+i(a;)| 


1 

(n + l)x + y/n + 1 


et done, puisque la fonction |w n +i| est decroissante, 


-Rn 0*0 lloo < |«n+l(0)| 


1 

y/n+l 


II en resulte que la suite (R n ) converge uniformement vers 0, done que la serie de terme general 
u n converge uniformement sur [0, 1 ] . Par contre 


Un 


= |« n (0)| = 


n 


et done la serie de terme general || u n || oo diverge. La, serie de terme general u n ne converge pas 
normalement. 


d) La serie de terme general u n converge simplement et on peut calculer la sonune S. 
Si x = 1, on a u n (x) = 0, done S(x) = 0. 

Si x € [ 0, 1 [ , on obtient 

OO 

S(x) = (1 — x) ^2 x n = l . 

n = 0 
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On constate que la somme S n’est pas continue, alors que les fonctions u n etaient continues. La 
convergence ne peut done etre ni uniforme, ni normale. 

e) D’apres d), la convergence de la serie de terrne general u n est absolue. On calcule sa somme. 
Pour tout x € [0, 1 [ on a 


S(x) = (l-x)]T( 


— x = 


n = 0 


1 — X 
1 + X 


ce qui reste vrai si x = 1, car alors u n (x) = 0. On a 


Rn{*)= £ (-1)*X*(1-X) = (-1) 


n+l^n+1 


k=n + 1 


1 — X 
1 + X ’ 


Alors 

™n+l T n+ 2 

Ii40*0l = < x n+1 x n+2 

1 + x 

Posons 

g n (x ) = x n+1 — x n+2 = x n+1 (l — x) . 

En derivant 

g' n (x) = (n + l)x n — (n + 2)x n+1 = x n ((n + 1) — 

Le maximum 

, , n + 1 

de g n est obtenu pour x n = , et 1 on a 

n + 2 




On en deduit done que 


\Rn(x)\ < 


1 


n + 2 ’ 

ce qui montre que la serie de terrne general u n converge uniformement. Par contre elle ne converge 
pas normalement, d’apres le d). 


f) On a 


| u n (x)\ < 


7 r 


2 n 2 ’ 


done la serie de terme general u n converge normalement. II en resulte qu’elle converge aussi 
uniformement, absolument et simplement sur [0, 1] . 


27. a) Si x = 0, on a f n (x) = 0 et la serie de terme general f n ( 0) a une somme /( 0) qui est nulle. 
Supposons x > 0. Alors on a une serie geometrique de raison e~ x < 1 et sa sonnne f(x) vaut 


b) On calcule 

f' n {x) = ax a ~ 1 e~ nx - nx a e~ nx = (a - nx)x a - 1 e~ nx . 


38 



La fonction f n a un maximum pour x = a/ n, et 

n a f> a 

II fn II oo = fn(a/n ) = — . 

n a 

La serie de terme general | f n || oo converge si et seulement si a > 1 par comparaison a une se- 
rie de Riemann, done la serie de terme general u n converge normalement si et seulement si a > 1. 


c) Si 0 < a < 1, et si x > 0, on a 


f(x) = 


x 

1 — e~ 


„a— 1 


et puisque 


lim — 

x^>o 1 — e 


— X 


= 1 , 


on en deduit que, en 0, 

f(x) ~ x a ~ l . 

Alors, f{x) ne tend pas vers /( 0) lorsque x tend vers 0. Puisque les functions f n sont continues 
et que / ne Lest pas, la convergence n’est pas uniforme. 


d) Soit n > a/s. Alors la fonction f n est decroissante sur [s, +oo [, et done 

sup \fn(x)\ = fn(s ) = S a e~ nS , 

X>S 

et comnie la serie numerique de terme general f n (s ) converge, il en resulte que la serie de terme 
general f n converge normalement done uniformement sur [.s, +oo [. 


28. Calculons la derivee d’ordre k de u n . On obtient facilement par recurrence que 

1 (-1 ) k k\ 


y$\x) = 


n 2 (x + n) k+l 


La fonction qui a x associe l/(x + n) k est decoissante sur [0, +oo [ et atteint son maximum en 
0, done 

k\ 

n k+ 3 ’ 

Alors toutes ces series convergent normalement, done uniformement et il en resulte que la sonune 
de la serie de terme general u n est une fonction indefiniment derivable sur [ 0, +oo [ . 


u. 


( 0 | 


29. On ecrit 


fn{x) = 


sin(x + n + mr) 
x + n 


et on utilise le critere d’Abel de convergence uniforme. 


Posons 


On a 


v n (x) 


1 

x + n 


et w n ( x ) 


sin(x + n( 1 + 7r)) . 


_ 1 

Un oo — ) 

n 
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et la suite (v n ) converge uniformement vers 0. 


Par ailleurs, 


m 

^ e (x+k(l+n))i _ e (x+n(l+n))i 
k=n 


m—n 

'y ^ gfe(l+7r)i _ e (x+n(l+Tr))i 
k = 0 


l — e (m— n+l)(l+7r)i 

1 — e^ 1+77 '> i 


Alors 


done 


m 

Y' e (x+k(l+n))i 


k=n 


l _ e (m— n+l)(l+7r)i| 2 

|1 — e( 1+7r )*| “ |1 - e( 1+7r ) i | ’ 


m 

sin(x + A:(l + 7r))i) 

k=n 


< 


m 

Y e ( a; + fc ( i + 7r ))* 


k=n 


< 


2 

1 _ g(l+7r)i 


= M . 


Les sonunes sont bornees par un nombre M qui ne depend ni de n, ni de m, ni de x. 

II resulte alors du critere d’Abel que la serie de terme general u n converge normalement sur 
[0, +oo [ . 


30. a) D’apres le precede telescopique 

n 

S n = Y2 v k(x ) = ttl(a:) - u n+ i(x ) , 

k = 1 


et la suite (u n . |-i(x)) converge vers 0 (en distinguant les cas x = 0 et x > 0), done la serie de 
terme general u n converge simplement, et 

S(x) = u\{x ) . 

2 2 

b) Puisque u n est la derivee de la fonction qui a x associe e~ n x , on a 

a 


J U n (t) dt 

o 


Jo 


= e 


- 1 . 


Alors 

a a 

w n = J Un(t) dt - J u n+ i(t) dt = e~ n2a? - e -( n + 1 ) 2a ‘ 2 } 
o o 

et d’apres le precede telescopique 


n 

^u; fc = e-“ 2 -e-^ +1 ) 2 “ 2 , 
fc=i 

done, lorsque n tend vers l’infini, cette somnie a une limite qui vaut 

OO 

^2w k = e~ a2 . 
k = 1 
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c) On a 


J S(t)dt 
0 


a 

0 


d) On constate que 


^ a a _ 

OO n n OO 

Y. / u n(x)dx / / Y U n( X )dx. 

n= 1 n n n=l 


La convergence de la serie de terrne general u n ne peut done etre uniforme. 
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